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ZADANIE 1.
Niech (X, d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧. Czy zbiór {x ∈ X : ∃y∈X d(x, y) > 1}
musi być otwarty? Odpowiedź uzasadnij.

ROZWIA̧ZANIE: Tak. Zbiór ten można zapisać jako

⋃

y∈X

{x : d(x, y) > 1} =
⋃

y∈X

(
K(y, 1)

)c
.

DopeÃlnienia kul domkniȩtych sa̧ zbiorami otwartymi, a dowolna suma zbiorów ot-
wartych jest zbiorem otwartym.

ZADANIE 2.
a) Niech (an)n∈N bȩdzie cia̧giem w przestrzeni metrycznej zupeÃlnej (X, d) speÃlniaja̧cym
warunek

lim
n→∞

d(an, an+1) = 0.

Czy cia̧g ten musi być zbieżny?

ROZWIA̧ZANIE: Nie. Niech na przykÃlad an =
∑n

k=1
1
k . Wiadomo, że an → ∞,

wiȩc w przestrzeni zupeÃlnej R cia̧g ten jest rozbieżny, mimo że

d(an, an+1) = |an+1 − an| = 1
n + 1

−−−→
n→∞

0.

b) To samo pytanie przy warunku

∞∑
n=1

d(an, an+1) < ∞.

ROZWIA̧ZANIE: A, tu sytuacja siȩ zmienia. Odpowiedź jest TAK. Niech n < m.
Z wielokrotnego zÃlożenia warunku trójka̧ta mamy

d(an, am) ≤
m−1∑

k=n

d(ak, ak+1) ≤
∞∑

k=n

d(ak, ak+1),

a to, jako ,,ogon” szeregu zbieżnego, da̧ży po n do zera. Zatem d(an, am) < ε, o ile
tylko n (a wiȩc i m) sa̧ wiȩksze od pewnego n0. Zatem nasz cia̧g jest podstawowy,
a z zupeÃlności przetrzeni – zbieżny.

ZADANIE 3.
Podaj przykÃlad funkcji cia̧gÃlej f : X → Y z przestrzeni metrycznej zupeÃlnej X w
przestrzeń metryczna̧ zupeÃlna̧ Y , takiej że obraz pewnego zbioru ograniczonego w
X nie jest ograniczony w Y .



ROZWIA̧ZANIE: Najprostszy przykÃlad, który można byÃlo podać, to funkcja toż-
samościowa f(n) = n na zbiorze liczb naturalnych ND z metryka̧ dyskretna̧ w zbiór
liczb naturalnych N ze zwykÃla̧ metryka̧. Każda przetrzeń dyskretna jest ograniczona
i zupeÃlna (tylko cia̧gi staÃle sa̧ podstawowe) i każda funkcja na niej jest cia̧gÃla.
Natomiast obraz caÃlości jest nieograniczony (bo oczywíscie N ze zwykÃla̧ metryka̧
jest zbiorem nieograniczonym).
UWAGA: Sztuczka nie uda siȩ na żadnym podzbiorze prostej (ani Rn) z metryka̧
euklidesowa̧. Wynika to z faktu, że w przestrzeniach tych zbiór ograniczony jest
caÃlkowicie ograniczony, a zatem jego domkniȩcie w przestrzeni zupeÃlnej – zwarte.
Wtedy obraz przez funkcjȩ cia̧gÃla̧ tego domkniȩcia bȩdzie zwarty, a wiȩc ogranic-
zony, tym bardziej obraz danego zbioru bez domkniȩcia.

ZADANIE 4.
Oblicz granicȩ cia̧gu rekurencyjnego
a1 = ln 2,
an+1 = 1

an+2 .

ROZWIA̧ZANIE: Rozważmy funkcjȩ f(x) = 1
x+2 . Oczywíscie x ≥ 0 =⇒ f(x) > 0,

zatem f można obcia̧ć do póÃlprostej X = [0,∞) i bȩdziemy mieli f : X → X. Taka
przestrzeń X jest oczywíscie zupeÃlna. Obliczmy pochodna̧: f ′(x) = − 1

(x+2)2 , a
to dla x ≥ 0 jest mniejsze równe od 1

4 . A wiȩc f jest Lipschitzowska ze staÃla̧ 1
4 ,

czyli zbliżaja̧ca. Ponieważ punkt startowy ln 2 jest w X, wiȩc nasz cia̧g, jako cia̧g
iteracji, bȩdzie zbieżny do jedynego punktu staÃlego. Aby go znaleźć rozwia̧zujemy
równanie x = 1

x+2 . Wychodza̧ dwa rozwia̧zania: x0 =
√

2 − 1 i x1 = −√2 − 1.
Tylko x0 jet nieujemne, czyli należy do X = [0,∞), wiȩc nasz cia̧g zbiega do niego.
Odpowiedź: szukana ganica, to

√
2− 1.

UWAGA: na caÃlym R odwzorowanie f nie jest ani dobrze określone (w −2), ani
zbliżaja̧ce – w otoczeniu punktu −2 pochodna jest duża, zreszta̧ wychodza̧ dwa
punkty staÃle. Zatem ograniczenie dziedziny jest koniecznościa̧.

ZADANIE 5.
Niech (an)n∈N bȩdzie cia̧giem zbieżnym do punktu a w dowolnej przestrzeni me-
trycznej. Udowodnij, że zbiór A = {an : n ∈ N} ∪ {a} jest zwarty.

ROZWIA̧ZANIE: Weźmy dowolne pokrycie U zbioru A. Jakís element pokrycia,
nazwijmy go U0, zawiera granicȩ a, a zatem (jako otoczenie granicy) i wszystkie
wyrazy cia̧gu (an) o indeksach powyżej pewnego n0. ZostaÃl do pokrycia zbiór
skończony {a1, a2, . . . , an0}. Każdy z tych ak należy do jakiegoś elementu pokrycia,
nazwijmy go Uk (k = 1, 2, . . . n0). Zatem caÃlość jest pokryta przez podpokrycie
skończone zÃlożone ze zbiorów U0, U1, U2, . . . Un0 .

ZADANIE 6.
Niech (fn)n∈N bȩdzie cia̧giem funkcji rzeczywistych nieujemnych i cia̧gÃlych określonych
na przestrzeni metrycznej X. Wykaż, że funkcja

f(x) = inf
n∈N

fn(x)

jest I klasy Baire’a.

ROZWIA̧ZANIE: Trzeba pokazać, że f jest granica̧ punktowa̧ cia̧gu funkcji cia̧gÃlych.
Zdefiniujmy gn(x) = inf{f1(x), f2(x), . . . , fn(x)}. Jako infimum skończenie wielu
funkcji cia̧gÃlych, jest to funkcja cia̧gÃla, funkcje gn maleja̧ (bowiem gn+1(x) =
inf{gn(x), fn+1(x)} ≤ gn(x)) i sa̧ ograniczone od doÃlu przez zero. Zatem funkcje te



zbiegaja̧ punktowo do swojej granicy (a zarazem infimum) h. Wystarczy pokazać,
że h(x) = f(x) dla każdego x. Tu można byÃlo powoÃlać siȩ na znajomość odpowied-
niego faktu z analizy: infimum zbioru jest równe infimum infimów podzbiorów
skończonych. Dla kompletności przytaczam jednak szczegóÃlowy dowód dalszej
czȩści: Mamy: f(x) ≤ hn(x) dla każdego n, sta̧d f(x) ≤ limn hn(x) = h(x). Z
drugiej strony, dla dowolnego ε > 0 istnieje n takie, że fn(x) < f(x) + ε. Ponieważ
dla m ≥ n mamy hm(x) ≤ fn(x), wiȩc hm(x) ≤ f(x) + ε, sta̧d w granicy po m,
h(x) ≤ f(x) + ε. Ponieważ ε byÃl dowolny, to h(x) ≤ f(x). To kończy dowód.
UWAGA: Oczywíscie nie można liczyć na to, że f bȩdzie to granica̧ cia̧gu (fn), bo
nie każdy cia̧g funkcji nieujemnych jest w ogóle zbieżny punktowo, a tym bardziej
do swojego infimum.

ZADANIE 7.
Wykaż, że w zbiorze RR (wszystkich funkcji rzeczywistych zmiennej rzeczywistej)
z topologia̧ produktowa̧ funkcje speÃlniaja̧ce warunek infx∈R f(x) < 0 tworza̧ zbiór
otwarty.

ROZWIA̧ZANIE: Warunek infx∈R f(x) < 0 można równoważnie zapisać po prostu
tak: ∃x∈R f(x) < 0. Czyli badany zbiór funkcji to {f : ∃x∈R f(x) < 0}, czyli⋃

x{f : f(x) ∈ (−∞, 0)}. Zbiór pod suma̧ (dla ustalonego x) jest bazowy w
topologii Tychonowa: przedziaÃl (−∞, 0) jest otwarty, a warunek należenia f(x)
do tego zbioru jest narzucony tylko na jedna̧ (a wiȩc skończenie wiele) ustalona̧
wartość zmiennej. Suma zbiorów bazowych jest otwarta.
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